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Sur le point de Rebroussement 

UE LA SECONDE ESPECE 

Afp, /? Marquis de V Hôpital, 
par M. EULER. 

T {r 

J ’ai déjà fait voir dans quelques pièces , que j’ai eu l’honneur de 
Jjr prôfenter à l’Academie Royale, que mémela Gcometrie n’eft pas 
exemte des controverfes, & des contra dirions apparentes, quoiqu’on 
fou tienne fort fou vent le contraire. Mais j’ai aufïi fait remarquer ce 
grand avantage de la Géométrie, que ces difficultés peuvent être ap- 
planies, en forte qu’il n’y refte plus le moindre doute ; pourvu qu’on 
examine bien à fond toutes les circonftances du fujet, fur lequel les 
controverfes roulent. Dans ce difeours je m’en vais entretenir l’Af- 
femblée encore fur une controverfe de la pure Geometrîe , qui regar- 
de une certaine efpece de points de rebrou flement,fem b labiés à un bec 
d’oifeau, & formés de deux branches d’une courbe , qui tournent leur 
concavité du même coté, au lieu que les deux branches d’une cour- 
bes, qui forment des points de rebroufiemenc ordinaires, font courbées 
en divers fens. 

§. 2 . Mr. le Marquis de l’Hôpital, dans fonAnalyfe des infini- 
ment petits, nomme ces points de rebrouflement a bec d’oifeau , de la 
féconde cfocce, & il foutient qu’il y a une infinité de courbes tant algé- 
briques que transcendantes, qui font pourvues d’un tel point de. re- 
broufiement. 11 prouve cela par la Théorie de l’évaluation en cette 
manière. Soit ABC une courbe quelconque, qui ait en B un point 
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d'infiéxion,& qu’on plie autour de cette courbe un fil, qu’on develope 
en fuite en le tirant au point A fucceffivcme.'it, jusqu 1 a ce qu’il vienne fe 
détacher du point d’inflexion B, & l'extremité A décrira par cette évo- 
lution l’arc AD, auquel le fil détaché BD fera perpendiculaire & fon 
rayon de courbure, comme on fait par la théorie de l’évolution. Mais 
fi l’on continue cette évolution au delà du point B, Je fil BD rebroufle- 
xa chemin , & venant dans la fituation M N, Ion extrémité décrira 
l'arc D N, qui fera par conféquent la continuation de l'arc AD. Or 
ces deux arcs AD, DN, qui au point D forment un angle infiniment 
petit, tournent leur concavité du même coté- Donc cette courbe 
ADN décrite par l’évolution delà ligne ABC aura au point D un 
point de rebrouflement de la fécondé cfpcce; comme le Marquis de 
l’Hôpital l'apelle. 

§. 3. Quelque folide queparoifle cette démonftration, M.Guà 
de Malves dans fon traité : Ufage de V Anatyfe de Des -Cartes pour 
découvrir î:s propriétés des lignes géométriques de tous les Ordres : eft 
d’un fenriment tout à fait contraire, & foutient qu’il n’y a aucune cour- 
be, dont une branche s’etant étendue de A & D, puifle fubitement re- 
broufler chemin, & venir dans la fituation DN, fans qu’elle change 
en meme tems de courbure, ou fans qu’elle devienne convexe, ayant 
auparavant été concave en même fens. Pour I’epreuve que M. le 
Marquis de l’Hôpital donne, il ne nie pas, que la courbe formée de 
cette façon n’ait la figure reprefentée: mais >1 prétend, que la branche 
DN n’eft pas la continuation de la branche AD, bien qu'elle foit dé- 
crite par le même mouvement d'évolution. Il eft donc obligé de di- 
re, qu’il n’eft pas permis de juger de la continuité d’une courbe, par 
la continuité de fa deferiptfon. Cette exception paroitra fans doute 
fort étrange, dij’avouë que, fi elle étoit fondée, elle renverferoit la 
pluspart des marques, par lesquelles nous croyons pouvoir avec affu- 
rance juger de la figure des lignes courbes. 

$. 4. M. Guâ ne reconnoit que l’équation analytique, de laquel- 
le on puifle tirer une exafte connoiflance de la figure d’une lignecour- 

be, 
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be, du nombre de fes brandies &de leur continuité. Il croit avoir 
démontré dans fon Ouvrage, que toutes les fois qu’il fc trouve un tel 
point de rebroufTeinent dans une ligne courbe, elle eft encore défeflu- 
eufe; & que fi l’on en achevé la description fuivant l’équation qui ex- 
prime fa nature, la figure provient toujours telle, que la 2 fig. repré- J' t g. 2. 
lente: c'eft à dire, que le bec d'oifeau deviendra doublé ADM d a D 
n, & que ce n’eft plus l’arc DN, qui foie la continuation de lare AD, 
mais l’arc D#;de force que lepointD ne foit que Iinterfe&ion de deux 
branches, AD a&ND?;, qui fe coupent en D fous un angle infiniment 
petit, & qui tournent leur concavité du même coté. On pourroit 
suffi dire, que ce font deux branches d’une môme ligne courbe AD « & 

N Dû, qui fe touchent enfemble au point D, & alors il feroit incertain, 

fi l’arc D n ou l'arc D a feroic la continuation de l’arc A D. 

* 

. 5 . Pour prouver cette thefe, il tire par le point D la tangen- 
te ED c, qu’il prend pour l'axe, fur lequel il pofe l’ abfcifle DP — x 
& l’appliquée PM “ y. Maintenant quelle que foit l’équation pour 
la courbe , fil’on prend l’abfcifTe x fort petite , la valeur de y fe pourra 
toujours exprimer par une ferie convergente de cette forme: 

X X r# n * 

V ” — (- A x H-Bjt dre. 

J 2a — — “ 

où les expo fans w, w, k dre. croifTent de plus en plus, & font des nom- 
bres, ou entiers, ou rompus ; d: s’il y en a des frayions, dont le déno- 
minateur eft un nombre pair, les valeurs de ces termes feront ambiguës, 
d ce fera le cas où plufieurs branches de la courbe viennent tou- 
cher l’axe Ec au point D. Or le premier terme où la plus balle puis- 

lance dexfera - — , fi le rayon de la courburcen D eftfuppofé “ a. 

$. 6. Cela remarqué il fuppofe l’abCcifle x infiniment petite 
pour connoitre le train de la courbe au point D, d dans ce cas, dit-il, 
évanouiront tous les termes A x ffl , Bx” , Cx* de. par rapport au 

C c 3 premier 
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premier — t puisque leurs expofans font plus grands que 2; de for- 

2 a 

te que pour la courbe au point D il ne relie que l’équation y zi 

qui en exprimera le train ou la route, que la courbe fuit en deçà & en 
delà du point D, pourvu que l'abfcifle x demeure infiniment petite. 

JC JC 

Or dans ce cas il eft clair , que l’équation y zz — refte la même, foit 

qu'on prenne x affirmative ou négative: & partant il conclud, que la 
courbe aura toujours auprès du point D la forme MD m; & que par- 
conféqueuc lare A D doit prendre fa continuation vers Dw. Cela 
doit s'entendre, lorsque la courbure en D eft finie, ce qui arrive dans 
notre cas; car fi la courbure étoit,ou infinie, ou infiniment petite, ce 
raifonnement perdroit fa force. 

§. 7. Ce font les raifons dont M. Guà de Malves combat l'idée 
de M.le Marquis de l'Hôpital fur les points de rebroufiement de la fé- 
condé efpece; & fi l'on pcfe lesargumens départ &r d'autre, on les 
trouvera fi forts, qu’ÎI paroit presque inévitable de reconnoitre une 
contradiction entre la description faite par l’évolution, & l’équation de 
la courbe; l'une nous montrant très clairement que la continuation de 
Fig. 2. l’arc AD doit pafler en rebroufiant parDN; tandisque l'autre nous 
perfuade, que cette continuation doit abfoi'a'icntfe faire par D;; ouDtf. 
Néanmoins je prouverai par des raifons inconteflables, qu’il n’y a pas 
ici lamoindre difienfion entre la defeription nrîecanique& le calcul; mais 
qu’il s’eft glilTé dans le raifonnement de M.Guà, tout folide qu’il puis- 
fe paroitre d'ailleurs, une petite madvertence; qui étant remarquée, 
cette contradiction disparoitra d’abord entièrement. 

$. 8. Car quoiqu’il foit vrai , que dans une telle équation 

a g y $ 

y zz A x — f- B x — (— C x * — (— D x — (— &c. où les expofans 
a, b, y, ô &c. font des nombres affirmatifs allant en croiflant, on peut 
négliger par rapport au premier terme les fuivans, lorsqu’on fuppofe x 

infini- 
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infiniment petit, tant affirmatif que négatif, & que dans ce cas on n’a 

qu’à confiderer cette équation y ~ A x ; néanmoins il faut bien re- 
marquer, que cette omiffion des termes ne peut avoir lieu, qu’aux cas, 
où ces termes ont tous des valeurs réelles, quoiqu'elles foient infini- 
ment petites. Car fi un feul terme de ceux qu’on rejette étoit imagi- 
naire, toute l’exprefïion, & par confcqucnt la valeur dey le feroitauiïi; 

donc on auroit grand tort, filon mettoit y — A -r a ou à une quantité 
réelle. Et partant la régie reçue , par laquelle on fait évanouir par 
raport au premier terme lesfuivans, demande cette reftri&ion, que 
les termes à omettre ne foient pas imaginaires, 

ÿ. 9. Mr. Guà de Malves n’a pas pris garde à cette limitation 
abfolument néceffaire , & c’eft delà, que fa prétendue contradiction 
dans le point de rcbroufTement de la fécondé efpece a tiré fon ori- 
gine. Pour éclaircir cela mieux, foie propofée cette équation 
y “ jt -f~ xxV—i ; & on verra d’abord que la valeur de y eft tou- 
jours imaginaire, excepté le feul cas ou x~o , auquel devient suffi 
y~o. Ainfi cette équation ne défigne qu’un feul point fi tué fur l’axe 
au commencement des abfcifTes x. Mais fi nous voulions juger de la 
courbe exprimée par cette équation, fuivant la méthode de Mr. Guà, 
en fuppofant l’abfcifle x infiniment petite , nous n’aurions qu’à confi- 
derer cette équation y~-r, & nous eu concIurrions,que cette courbe 
fe confond au commencement avec une droite exprimée par y ~x \ 
ce qui feroir pourtant contraire à la vérité. Cependant cette conclu- 
fion feroic bien jufte,fi le coefficient de jtjc, au lieu d’etre imaginaire, 
eut été une quantité réelle quelconque. 

10. Or il peut arriver, qu’une branche de la courbe évanouît, 
ou devient imaginaire, quand même aucun terme de l'équation n’eft 
affe&é ouvertement par une quantité imaginaire. Car confidérons la 
courbe dont l’équation eft y~x-\- x Yx } & fuppofons x infiniment 
petit tant affirmatif, que négatif. Dans le premier cas le ternie xYx 
étant réel, & infiniment plus petit que x 7 on le pourra^négliger pour 

avoir 
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avoir y'zzx, qui rep refente le commencement de la courbe vers la 
région des abfcifles pofîtives. Mais dès qu'on prend x négatif, quoi- 
qu’ infiniment petit, le terme xY x devenant imaginaire, rendra aufïi 
la valeur de y imaginaire ; & partant dans ce cas il ne fera plus permis 
d'envifager l’équation y~.r au lieu de y “ x -J- x Vx. Cette 
courbe ne s’étend donc pas dans la région des abfcifles négatives, mais 
elle aura deux branches vers la région des affirmatives félon la double 
valeur de jf xY x , qui forment un point de rebrouflement de la pre- 
mière efpece. Il eft clair que c’eft la parabole cubique fécondé. 


1 1 . Un tel point de rebrouflement ordinaire fe trouver* 

auffi dans cette équation plus générale y “ a x -f- £ x * * 
tontes les fois que m fera un nombre impair, d: /; pair affirmatif. Car 

I — I 

dans ce cas la valeur du terme b x n fera ambiguë, & on aura 
i-t-” 

y~a.r + êjr " . Pour trouver la forme de cette courbe, 
on n’a qu’à tirer la droite AL, que prenant l’abfcifle APzzjt, l'ap- 
pliquée PL devienne zziax. Enfuite qu’on prenne fur PL pro- 


longée LM ~LN zr Sx * , qui fera infiniment plus petit 
que x % fi x eft infiniment petit, dr la courbe paflera par les points AI 
& N, qui fe réunifient au point A. Donc la courbe aura deux bran- 
ches AM d: AN, dont chacune eft convexe vers AL, & qui forme- 
ront par conséquent un point de rebrouflement AI A N de la première 
efpece : car cette courbe ne s’étendra pas dans la région des abfcifles 
négatives, puisque mettant x négative, l’appliquée y devient ima- 
ginaire. 

$. 1 1 . La meme cliofe peut arriver dans des courbes, qui fem- 
blenti M.Guà ne pouvoir admettre un point de rebrouflement de la 
fécondé efpece. On n’a qu’à confidérer cette équation y — a .r + 
Gxx V x, laquelle devient imaginaire dès qu’on inet .v négatif, & 

partant 
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partant il efl: fur, que cette courbe n’a aucune partie dans la région des 
abfcifTes négatives. Pour connoitre la figure de cette courbe, on n'a 
qu’à conflxuirc fur l’axe AP une parabole AL, qui répond à l’équation ^S* S' 
yZZa xx t & nommant AP~.r on aura PL — a,xx. Qu’on pren- 
ne enfuite LM “LM~ SxxY a-, & les points M & N- feront dans 
la courbe cherchée; A- puisqu'on fuppofant x infiniment petit, les par- 
ties LM&LN font infiniment plus petites que PL, l'une & l'autre 
branche A M ô: A N fe confondra au commencement A avec la para- 
bole AL, & aura la même courbure , & tournera par conféquent fa 
convexité vers l'axe AP ; deforte que ces deux branches M A & N A 
formeront en A un vrai point de rebrou ITcmcnt de la féconde efpece. 

§. 13, De là il efl: clair, que quoiqu'on fuppofe l’abfciJTe x infi- 
niment petite, il n'efl: pas permis de négliger le terme SxxY* 
par rapport à aar.r, que lorsque x efl; prife affirmative; & qu’au cas, 
que x efl; prife négative, l’équation yzzaxx ne pourra plus être em- 
ployée pour y—axx + fixxYx^ puisque celle-là montrerait une 
valeur réelle de y, qui efl; pourtant, à caufe du fécond terme, imaginaire. 

Par conféquent le raifonnement de M. Guâ n'a plus lieu dans ce cas, 
quand H prétend, que l'équation jy zz a x x puifTe être employée pour 
connoitre la forme de la courbe près du point A; d’oii il s’enfuivroit 
fans doute, que la' courbe s’étendra it dans la région des abfcifTes néga- 
tives: car l’autre terme négligé ^x.vVVnous fait connoitre, que les 
appliquées^ deviennent alors imaginaires. Il n’efl; donc pas permis de 
négliger ce terme par rapport à a.r.r, que tandis que fa valeur ne de- 
vient pas imaginaire, quoiqu’on prenne x infiniment petite. 

§. 14. Ayant ainli trouvé une courbe, qui a un point de re- 
broufTement de la fécondé efpece, il fera facile de s’imaginer une infi- 
nité d’autres courbes,' dans lesquelles il fe trouve un pareil point de 
rcbroylTement. Car à l’équation j/ “ a xx tb ( 3 xx Y x on pourra 
ajouter autant de puifTances de x qu’on voudra, pourvû que leurs ex- 
pefants foienr des nombres affirmatifs plus grands que 2 ; puisque tous 
ces termes évanouiront egalement par rapport au premier sera*, pourvu. 

Mtm. de Tem. V, Dd qu'on 
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qu’on fuppofe x infiniment petite, mais affirmative. Car pour les va- 
leurs négatives de a- le feul terme (3xxY x rend cette hypothefe inu- 
tile. De plus on pourra encore ajouter ce terme x jri 1 , pour avoir 
y ~ axx + (3 a* a- Y x — f~ x x P 

G P marque une fonction quelconque de a% qui évanouïfle en faifant 
x ZZ o. 


§. 15 . Il eft K remarquer, que toutes ces courbes, qui font con- 
tenues dans cette équation generale, auront au point de rebroufle- 
mentA leur courbure finie, ou le rayon de la dévelopée y ferafini^tout 
comme cela arrive dans les courbes, que M. le Marquis de l'Hôpital a 
formées pour démontrer l’exiftcnce du point de rebrou (Tement de la 
fécondé efpece. Il fera à propos de rapporter ici quelques courbes 
des plus Amples de cette nature. 

y “ a x x (3 jc .r V x du y me ordre 

y ZZO.xx (3 x 3 Y x du ~ me ordre 

y ZZ cl x x — f— (3 x* Y -x du ç me ordre 

y zz cl x x (3 x 5 Y x du 1 \ m * ordre 


&c. 

qui toutes ont au commencement où x zz o, un point de rebroufle- 
ment de la fécondé efpece, & le rayon de la deveîopée eft da:is ce 
point d’une quantité finie. 

16 . On peut rendre ces formules encore plus générales fans 
augmenter le nombre des termes, en employant un autre ligne radical, 
dont l’expofant eft un nombre pair, afin que la valeur foie ambiguë: 
aiulï nous aurons ces équations: 


y ZZ axx — (3-r.r Y -x 

4 

y ZZ olxx —J— p et* x Y x 2 

4 

y ZZ CLXX px 3 Yx 

y zz olxx fix 3 Yx 


ou 

6 

y ZZ axx — (3.rjr Yx 

6 

y zz a.vx -J- j3 x x Yx : 

y ZZ clxx — j 3 -r 3 Yx 

« 

y zz clxx -f* (3 jt j Y x 5 
&c. 


T oute? 
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Toutes ces formules feront comprifes dans cette générale 

i m 

2 . I ■ 

y — a. XX -f- fix , o il w; marque un nombre affirmatif impair, 

& » un nombre affirmatif pair quelconque. Le rayon de la dévelo- 
ppe fera dans toutes ces courbes au point de rebrouflement fini, 

i". Au lieu du premier terme (txx on pourra auffi prendre 
une autre puiflance de x plus haute, & alors le rayon de la dévelo- 
ppe au point de rebrouflement fera infiniment grand, comme dans ces 
formules 


y “ a x 3 
y — a* 4 
y ZT ax 5 


m 

n 


( 3 * 


&C. 


ou plus généralement yzz ax K -f- j3 x » , où k marque un 

nombre entier plus grand que i, & les valeurs de m & n demeurent 
comme dans l’article précédent. Car fi k étoit ~i , le point de re- 
brouflement deviendroit de la première efpece. 11 n’eft pas auffi né- 
ceflaire que k foit un nombre entier , il peut être un nombre rompu, 
pourvu que la puiflance x k n’acquerre pas une valeur ambiguë, qui 
puifle être auffi bien négative qu’affirmative. 

1 8 . L’expofant k peut aufli être un tel nombre rompu mouj- 
dre que 2, pourvu qu’il foit plus grand que r, dedans ces cas le rayon 
de la développe au point A, où fe trouve le point de rebrouflement 
de la fécondé efpece, deviendra infiniment petit. On pourra même 
prendre k plus petit que l’unité, pourvu que la puiflance x k ne de- 
vienne pas ambiguë, ce qui arrive, fi k eft une fraftion dont le dénomi- 
nateur eft un nombre impair. Mais alors la tangente de la courbe au ( 
point de rebrouflement A deviendra perpendiculaire à l’axe AP, au 

D d 2 lieu 
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lieu que dans les cas précédens elle comboit fur Taxe AP fn<Sme. 
Dans ces cas il faut remarquer, que le rayon de la dévelopée au point 
A fera fini H k ZZ £ , (cas qui fe trouve exclus,) ; infiniment petit 
££>-!- & infiniment grand fi k < -§■ . Ainfi cette équation 

3 a 

y~aVA* fiVx marquera une telle courbe MAN, qui aura 

au point A un point de rebroufiement de la fécondé efpece , où le ra* 
yon de la dévelopée fera infiniment grand. 

$. ï 9 . Il eft aufii pofiible que l'expofant k foit — fens que la 
1 

puiffance a x T devienne ambiguë : l’ambiguité étant détruite par le 
terme fuivant, comme dans cette équation yzn&Vx — f- j3 VxVx % 
où le premier terme Vx fe trouve dans le fécond encore après le ligne 
radical, de force que fi l’on prenoit le premier terme Vx négatif, le 
fécond en devicndroit imaginaire. Et en effet puisque xa dans le 
fécond terme plus de dtmenfions que dans le premier, cette courbe 
aura au commencement auffi un point de rebroufiement de la fécondé 
efpece. Or cette courbe appartiendra au quatrième ordre, puisque 
fon équatiort étant délivrée des radicaux devient 

y* — ‘laaxy 2 -— 4afipxxy a>*xx— fi* x 3 rr o 

qui paroi t être la plus fimple courbe douée d‘un tel point de rebrouf- 
fement. 

§. îo. Car il eft affez évident qu’un tel point de rebroufiement 
ne peut pas avoir lieu dans les lignes du croifîeme ordre : puisqu'il 
eft pofiible de tirer une ligne droite , par un tel point de re- 
brouffement , qu’elle faffe quatre interférions, ce qui demande au 
moins une ligne du quatrième ordre. Or je ferai voir bientôt, qu’il y 
a une infinité de lignes du quatrième ordre, qui ont un tel point de 
rebroufiement , & il fera encore incertain laquelle d’entr’elles pour* 
roit être jugée !a plus fimple : fi l’on ne veut regarder dans ce juge- 
ment, que l’équation entre les coordonnées, la décifion ne fera plus 
difficile, dès qu’on confidérera l'équation générale du quatrième or- 
dre 
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dre, qui renferme toutes les courbes decette nature. Par J a il eft atté 
de juger, que dans le cinquième ordre & les fuivants le nombre de 
relies courbes fera encore infiniment plus grand, de forte qu’on ne fau- 
roit plus avoir le moindre doute fur l’exiftence de ce point de re- 
brouflement de la fécondé efpece de M. le Marquis de f Hôpital. 

§. 21. La demtere formule yzz aYx-\- PYxYx ne différé 
des précédentes, qu’en ce qu’ici l’axe AP eft perpendiculaire à la 
cou-be, au lieu que dans les precedentes équations elle étoit la tangente 
même. Car on n'a qu’à changer y & x pour avoir x~ Yy~YYyYy, 

4 

& prenant les quarrés on aura xxZZy 2 y Yy -f- yYy- Donc 
fi x & y font infiniment petits , on rejettera le dernier terme, & ayant 

y ~ xx, cetre valeur fubftituée dans le ternie yYy donnera xxYx f 
de forte que xx—y-\- xxYx ou y — xx + xxYx, qui eft une 
des équations précédente* De même de l’equation générale 


, k~\-~ 

yzz.xx R -f- Sx » (17), changeant les coordonnées x&jr, 
k — 

on aura x — y -+* y w . Or puisque x & y font fuppofées 


infiniment petites , il y aura y * “ ar & y ~ x * ; donc 


i J r m k | | v 

jr”} '* -f-x nk ,&y“y(x— x » i yrzx i -t-,x »* 

1 m w 

ou y — f- Sx »* i équation pour une courbe qui aura 

au commencement un point de rebrouflement de la fécondé elpece, 
qui eft perpendiculaire à l’axe. 

$. 22. De ces formules il eft aifé d’en tirer d’autres, qui con- 
tiennent des points de rebrouflement de cette fécondé efpece, dont la 
tangc~ te fafle un angle quelconque oblique avec l’axe A P, Pour 
commencer des cas les plus Amples, foit propofée cette équation y rr 

Dd 3 AK 
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ax — f- Sxx — (- y Kér, & on verra premièrement, que la droite 

AK fera la tangente de cette courbe au point A, fi pofanc A 
fera l’Krz ctx. Enfuite qu’on conflruife la parabole AL de forte que 
PL — ax -J- (3 xx-> & qu’on prenne LM zz LN zr yxxVx; on 
obtiendra deux branches A M & A N , qui fe réüniflânt en A, y auront 
pour tangente la droite A K, & leur courbure fera la même, que celle 
de la parabole AL; de forte que la convexité de ces deux branches au 
j r/jr g, point A fera tou ruée* vers l'axe AP. Or H le coefficient @ efl négatif, 
cette équation y — 0Lx—fîx—\—yxxVx repréfentera un point de re- 
brou Rem en t MAN, dont la concavité fera tournée vers l’axe AP. 

23. Cette formule peut être rendue plus générale de cette 

1 m 

2 - 4 — 

maniéré : y— ax ^ 3 x x y x «en fuppofanc m un nom- 
bre impair & n un nombre pair: on y pourra encore ajouter autant de 
puiflances de .r qu’on voudra, pourvu que leurs expofants foient plus 
grands que 2, & dans tous ces cas le rayon de la dévelopéc au point 
de rebrouftement fera fini. Or il fera infiniment grand dans cette 
équation : 

r =z«.x-+-{l>' k + y* t+m " 

fi l’cxpofant k eft plus grand que 2 ; mais infiniment petit, fi cet ex- 
pofant k eft moindre que 2, mais pourtant plus grand que ï : ou il 
eft à remarquer, qu'il peut aufli être un nombre rompu, pourvu que la 
puiflance x k n'en devienne pas ambiguë. 

$. 24. Pour rendre ces formules encore plus générales, foi t P 
une fonction quelconque de x , qui naic aucune ambiguité, laquelle 
devienne — o en fuppofant * zz o. Enfuite foie Q une telle fon&ion 
ambiguë, qu’elle renferme aufli bien une valeur négative qu’affirmati- 
ve, ou qui foit ± Q, mais qui devienne imaginaire en prenant .r néga- 
tif, au moins tandis qu'il eft infiniment petit: & de plusque Q évanouis- 
fe en faifknt x ZZ o. Cela pofé, il eft clair, que cette équation: 

= y 


& 2Ij 

y ZZ a x H- x P ( I *+■ Q) défignera une courbe , qui aura au com- 
mencement un point de rebrouïïement de la fécondé efpece : & cet- 
te équation peut être renduê encore plus générale en fuppofant 
y “ ax -1— x P ( i +Q) n , n marquant un nombre quelconque tanc 
affirmarif que négatif. La fonftion P pourra suffi être ambiguë, pour- 
vu que fon ambiguité foit détruite parla fonflion Q, ce qui arrive fi 
elle renferme V P> puisqu'alors P ne peut pas recevoir la valeur 
négative. 

$. 25. On pourroit rendre cette formule encore plus générale 
en ajoutant à y des fondions dej, qui évanouïflent par rapport à P*, 
fi l’on met x infiniment petit r mais je ne m’y arrêterai pas, puisque 
cette formule efl: déjà fuffifancepourcrouver une infinité de telles lignes 
courbes de tous les ordres après le troifieme. Je remarquerai feule- 
ment que faifant n 1, P~ar&Qzzy.r, on. obtient encore une 

& 'X X 

autre courbe du quatrième ordre: v 13 — r~n— 7— :qui fera comprife 

J 1 ± p y x 1 

dans cette équation (y— axx')' t — jS jlyyx, & qui paroît encore plus 
fimple que la précédente. En changeant les confiantes pour remplir 
l’uniformité, elle fera a ayy — 1 a yxx —J— x* ~ b xy y> 

$. 16. Par le moyen de ces formules il fera donc aifé de four- 
nir une infinité de lignes courbes , qui auront un tel point de rebrous- 
fement de la fécondé efpece. IVlais il n'en fera pas de même de la 
queftion inverfe, fi l’on veut juger, l’équation pour une courbe étant 
donnée, fi cette courbe aura un tel point de rebroufl'ement, ou non? 
Pour déterminer le point de rebrouflement ordinaire, on a coutume de 
chercher l’endroit, où le différentiel fécond de l’une des coordonnées, 
ou évanouît, ou devient infini ; puisque dans cet endroit là le rayon de 
la courbure efl toujours, ou infini, ou égal à zéro Mais dans le point de 
rebroufl’ement de la fécondé efpece le rayon de la courbure efl tantôt 
fini, tantôt infiniment grand, tantôt infiniment petit; de forte que ce 
point u’efi pas attaché a une certaine propriété des différentiels féconds. 

On 
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On ne fauroit non plus rien conclure des différentiels du troiliéme ou 
de quelqu’ordre plus haut, puisqu’on pourra toujours affigner de tels 
points de rebrouflement , ou tous ces différentiels ont des valeurs 
quelconques. 

27. Ne voyant donc aucune mctliodc füre pour découvrir 
cette cfpecc de points de rcbroufifement,par quelque propriété des dif- 
férentiels, on fera obligé de fe tenir à l’analyfe des finis, ou de tirer le 
jugement de l’équation en termes finis de la courbe. Or d'abord il ert 
évident,que ce point de rebrouffement eft un point double de U cour- 
be, & partant il faut commencer par chercher tous les points doubles 
qui peuvent fe trouver dant la courbe propofée, & enfuitc le juge- 
ment, fi un tel point double efl en même te ms un point de rebrou ffe- 
ment de la fécondé efpece, 11e fera plus difficile. Or pour reconnoitre 
les points doubles on peut faire ufage des différentiels; car ayant dif- 
ferentié l’équation propofée entre les coordonnées *&: y, on fuppofera 
féparément égaux à zéro, tant les termes qui contiennent les d x, que 
les d y : & les cas, où ces deux équations jointes à l’équation même de 
la courbe, auront les mêmes racines, montreront tous les points dou- 
bles, qui fe trouvent dans la courbe propofée. 

$. 23. Par cette méthode ayant découvert les points doubles 
de la courbe propofée, on jugera de -chacuri', s’il ell un point de re- 
brouffement delà féconde efpece, ou non, delà maniéré fuivante. 
On tirera par le point double à volonté une droite, qu’on regardera 
comme l’axe, fur lequel on prendra depuis le point double les abfcifies, 
qui fuient — *, & les appliquées — y, qu’on fera, ou perpendiculai- 
res, ou inclinées fous un angle quelconque à l’axe. Cela fait, l'équa- 
tion pour la courbe entre x &. y fera toujours telle, qu'il 11e sY trou- 
vera, ni aucun terme confiant, ni les termes où y n’ont qu’une feule 
dimenfion,& partant l’équation, qui réfulte,fcra toujours comprit dans 
cette forme générale. 

o” tt.x z +fixy-i-yy‘ tJ râx lt Y + lr 4 4- ix s y+&ç. 

Car 
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Car toutes les fois que dans l’équation manquent le terme conftant & 
les termes j'&y, c’efl une marque feure,que la courbe aura au commen- 
cement, où ,*■ ~ o & y “ o, un point double, ou une interfeftion de 
deux branches. 


$. 29. Enfuitc on fnppofera x & y infiniment petits pour avoir 
cette équation o ~ cl x x — J— (3 xj — f— y y y, dont les racines y ~ — 


M 

iy 


+ 






marqueront les tangentes des branches. 


qui s'entrecoupent au commencement. Donc fi ce point double eft 
un point de rebroufiement, il faut que ces deux tangentes foient les 
plûmes, ce qui arrive fi — 4 ay. Par conféquent s’il n’y a pas 
/3/3~4ay, ou fi l’equation, en fuppofant ;e& y infiniment petits, n’au- 
ra point deux racines égales , ce fera une marque furc, que le point 
double n'efi: pas un point de rebroufiement, foit de la première ou de 
la fécondé efpecc. II ne refte donc que le cas de deux racines égales 
pour entrer dans le jugement , s’il y a un point de rebrouflement de 
la fécondé efpece ou non. 

§. 30. Mais fi les deux tangentes conviennent, on pourra pren- 
dre cette commune tangente pour axe , & alors l’équation pour la 
courbe aura cette forme. 


o~Ayy + B.r 3 4- C.r 2 y 4 - D xy z 4 - Ey 3 4 - F.r + 4- G.r 3 j 4- &c. 

Maintenant il faut voir , fi les deux branches ont tourné leur cour- 
bure du même coté. Pour cet effet il faut, que dans la fuppofition de x 
infiniment petit, en ftégligeant tous les termes, qui tvanouïflent par 
rapport aux autres, la valeur de y ne devienne pas ambiguë, c’eità 
dire, il faut qu’il foit on y ~ a x. v, ouyrza.r 3 ; ouy~ax 4 &c. 
.Soit y— a.vjf, ce qui e!t le cas où le rayon de la developéc devient 
fini , & alors on aura en négligeant les dimenfions plus hautes que la 
quatrième. 

o— a 2 Ax* — }— B x 3 — }— aCj 4 — }— F.v 4 


Mbnwtei de •' /ftMtPttt* Tem, F , , 
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donc 
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donc il faut qu’il foit B“o,& que a n’obtienne pas une valeur doubla 
de l’equation a 2 A— j— a C — J— F~o, ou que CC “ 4 AF, defofï. 
que Ay^ — {— C-**-**y — J— F*r + devienne un quand. 

ÿ. 31. Donc à moins que l’équation n’ait pas cette forme 

(y—a.v,r) a “B,ry 2 -{- Cy 3 -f- D^ 3 y— E^j'ÿy— 1— F.ry 3 H— 

la courbe n’aura pas un point de rebroufiement de la fécondé efpece 
Mais cela ne fuffit pas encore; il faut outre cela, que dans l’exprefiînr 
B yy 3 — J— Cy 3 &c. fi i’on mety—axx, la plus baffe puiflance de ^ 
foît impaire. Par là on comprend aifément, que fi l’équation étoî* 
(y — ax 3 ") 2 — Bxy 2 — J— &c. cette partie doit avoir toujours I» 
même propriété, qu’àprés avoir fait y“ ax* la plus bafle dimen- 
fion de .r foit impaire & plus haute que x ü j & cette même maxime 
fe doit obferver dans les équations plus compliquées ; de force que 
le jugement du point de rebroufiement de la fécondé efpece ncièra 
jamais difficile en fe fervant de cette maniéré. 

31. De là nous pourrons donner une équation générale pour 
toutes les lignes du quatrième ordre, qui auront un point de rebrouf- 
fement de la féconde elpece ; laquelle fera 

(y — a x x) 3 ” A xy 2 — j— B y 3 — j— C x 3 y — J— D x x y y — J— E xy 3 — J— Fy 4 . 

Car cette dernicre partie A xy 2 — j— B y* — j— C x 3 y &c. deviendra 
au commencement où y~a,xx égale à 

tt 2 Ax 5 -f- a 3 B^ ff -}- aC* 3 H- a 8 D^ ff H-a 3 E,** 7 H-a 4 F* 1 

& partant en négligeant les plus hautes pui fiances de .r, J équation fera 
pour le commencement 

iy-axx) 2 — a (aA-f-C)x 3 ou y — axx±xx V'a(aAH-C)^. 


Donc 
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Donc pourvu que ak~\-C ne fuit pas égal à zéro, les lignes 
comprifcs dans l’équation générale donnée auront un point de rebrous- 
fement de la fécondé efpece. Par conféquent cette propriété aura lieu 
toutes les fois, qu'il n'y a pas ClIZ — a A; & alors ce point de re- 
broulTeraent fera de cette nature y — &xx H— SxxYx. 

$. 33. Mais quand C “ — a A, il y aura encore des cas, ou 
l’équation : 

(y — axxy “A.ry(y— axx) 4- By 3 H- -h Exy 3 + Fy* 

contient des courbes d’un tel point de rebrou (Temcnt. Pour trouver 
ces cas, on n’a qu’à fuppofer, pendant que x eft conlidéré comme infi- 
niment petit : 

y~a,xx — f— { ix 3 — f— yjr 3 Y x. 

& apres avoir déterminé (ï & y on parviendra à cette équation : 

(y— axx— \ Kxy) z “ Byy (y— — |— Fy + 

qui renferme encore une infinité d'autres courbes, qui ont toutes un 
tel point de ré brou fie ment. Donc en regardant la fimplicité de l’équa- 
tion, il n’y a aucun doute que cette ligne (y— axx) 2 ~ Ajryy ou 

CL JC JC 

y ~ — y pJx ne ^ ^ a ‘ t cctte P ro P r ^té. 

$. 34. Soit propofée pour donner un exemple de la méthode, 
que je viens d’expliquer , cette ligne du cinquième ordre, dont l’équa- 
tion eft ; 

( I — — ^ (/ta — zz)* — 1 na xx — x A — l.vxzz. 

Pour trouver fi cette courbe a un point de rebrouffement de la 
fécondé efpece, je cherche premièrement, fi elle a un point double. 
Pour cet effet l’équation propofée donnera par la différentiation en 
fuppofant x confiant : 


E c z 


“ 4 ( 1 - 


® 220 g* 

— 4 (i — — ^ (rtc— 22) 2;/s -+- 4xxzdz “ o. 

Or en fuppofant z confiant nous aurons : 
di Jt * 

(tf/7— 2i) 2 ”4<z axdx — dx — ^xzzdx. 

a 

A ces trois équations fatisfont ces valeurs : 
x o & 


35. Cette courbe aura donc deux points doubles, & pour cher- 
cher la nature de chacun, je fuppoferai z~ a— y, car il eft clair de 
l'équation propofée, puisqu’elle a un diamètre fur lequel font prifes 
les abfcifles x,que ces deux [joints doubles feront femblables entr’eux. 
Or pofant z “ a — }■, nous aurons cette équation: 

( 1 — ^ ^ y y (2 a— y)* ~ 2 an x x — x* — 2 x x (a— y )* 

ou bien: 

3 ? y 4 

4aajj — 407 3 4 - y 4 — 4axyy -h 4x3 3 J - — laax j'-1-j( ,4 “ô 

— 4 ax x y 4 - 2 x xyy 4 - 2 h n xx 

& partant. 

x y 4 

(2 «y — xx) 2 ZZ 4«> 3 4 - 4/7* y y 4- y 4 4 - 4 a* y 3 4-2 xxyy — 


D’ou il eft clair que cette courbe a deux points de rebrouflement de la 
fécondé efpece. 

36. Pour connoitre la figure de cette courbe, on n’a qu’à 

chercher la valeur de 2 .c de l’équation propofée, qu’on trouvera 

a xx~t-x 2 Yax xx Va _ 

ZZ— a a , ovzzzzaa — —, — fer- 7— . Delà* 

a — x Va 4- Vx 

quelle on tire les endroits où l’appliquée z évanouît , par le moïen de 

cette équation aaVa ■+■ anVx — xx VaZZZ o ou {a a— xx) a 

qui a deux racines réelles qui font: 

xzz o, 5248 87 6a; & x~ i, 4902 1 62e, 


a 3 * 


Enfuit* 
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Enfuite la valeur de âz fera ”o, dans le cas Vx — § Væ ou * n: 

~ i> 777 7 ; & la valeur de fera” o, où 2 “ o, c.à.d, 
ou la courbe coupe l’axe. Mais fi nous fuppofons x ~ ~ n y nous 
aurons ou x.% ~ —— aa ou 22“— aa, dont la dernîere valeur 
cil imaginaire. Enfin on voit que la courbe aura aufli une afyratote 
perpendiculaire à Taxe, ou x zzz a. 

$. 37. Cette courbe eft reprélentée dans la () me figure, où CO &&• 9 * 
efll’aie & en même tems le diamètre de la courbe, Clecommen* 
cernent des abfcifies x. Les points A, A font les deux points de re- 
broufiement de la fécondé elpece, que nous venons de trouver étant 
A C ~ Les deux branches qui conflituent ces points de rebrous- 
fement, forment la lunule A B AD A. Outre cela prenant CE”//, 
la droite FEE perpendiculaire à l’axe C O fera une afymtote de deux 
autres branches I H K &'I H K, qui de K, K vont en divergeant à l'in- 
fini, ayant en H, H leur plus petite diftance à l’axe C O. On voit 
auffi qu’on peut tirer une droite, qui coupe cette ligne courbe en 5 
points, fuivant la nature des lignes du $ mt ordre. 
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